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l. ORTOGRUPPI. -
Un ortogruppo S è un semi gruppo completamente regolare (c.r.) ln cui
l'insieme E degli idempotenti è un sottosemigruppo.
I semi gruppi idempotenti (o bande) e i semi gruppi inversi c.r. sono esem
pi di ortogruppi.
Si perviene a delle caratterizzazioni degli ortogruppi in termini di rela-
zioni di Green (~,..1,2',9l,)t'); inoltre, si studiano i legami tra le relazioni di
Green su S, ortogruppo, e le relazioni di Green sulla banda E degl i idem
potenti di S e si perviene ancora ad altre caratterizzazioni.
è un elemento c.r. di un semi gruppo
tente dellaJ.f-classe di
la stessa Jf'"classe.
e con
Se a
S contenente a
S, si indica con a l'idempo-
a-l l'i nverso di a nel
TEOREMA 1.1.-
Siano a,b elementi c.r. di un semi gruppo S, allora
i) a9lb sse
ii) a2'b sse
- - -
-a B - b, b a - a
- - - - - -a b - a, b a - b
Dim.-
Si prova la i). Si osservi, dapprima, che se
un semi gruppo S, poiché sS c 5 5 S C 5 S ed
5
5 S
e un elemento c.r. di
-l
-55 ScsS
-
5 S - 5 S ( l )
Siano a,b elementi di • S tali che a9lb; per lac.r. un semlgruppo
- -
-
-(l ) a9lb, quindi es i 5 te un elemento di S tale • = b, pertantox cne ax
• - - - - - - - -a b a(ax) b; • modo analogo b Vi ceversa, poiché- = ax = ln a = a.
•
- - - - - - -• S b a S c b S b S = a b S S, per la ( ì ) a9lb.a - e c a
La ii) si dimostra in modo analogo alla i).
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TEOREMA 1.2. -
Sia S un ortogruppo; per ogn1 a,b in S
Dim.-
sse
... ... .... ...
a = a b a ,
... .........
b - b ab.
Siano a,b due elementi di S, ortogruppo, tali che a~b, quindi
a~x , x9fb per un certo x e S. Allora (cfr. Teorema 1.1)
a~x , x9fb (2)
Poiché ~ è una congruenza destra e una congruenza sinistra,
per le (2) e per il Teorema 1.1
,
,
• ••
a 9f a b ,
pertanto, ancora per il Teorema 1.1
,6=6à6 •
Il viceversa é immediato; infatti per il Teorema 1.1
quindi a~b.
a 6~b • •e a bJla,
Il Teorema 1.2 può essere utilizzato per caratterizzare gli ortogruppi co-
me sottoclasse dei semi gruppi regolari e dei semi gruppi co~pletamente regolari.
TEOREMA 1.3.-
Sia S un semi gruppo regolare ed E .1 'insieme degli idempotenti di S.
Sono equivalenti:
i ) S è un ortogruppo;
i i ) Per ogni e,fe> • e .Y f sse e efe f = fef;• - ,
i i i ) Per ogni e, f e E • e~f sse e efe f = fef;• - ,
iv) Per ogni a,xeS 2 2• a = a x a ==> a = ax a• •
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Di m. -
i) > i i) Se S é un ortogruppo, l a i i) è vel'a pel' i l Teorema 1.2,
poiché ~ =.1.
i i ) =>i i i) E' noto che ~ c.f pertanto, per ognl e, feE ta l i che
e~F, per l'ipotesi e - efe, f = fef.
Viceversa, se e,feE tali che e- efe, f - fef, allora f2'ef,
e@!2, quindi e~ f.
a = axa
iii) >iv) Siano a,xeS tali che a = axa, poiché ax~xa ed aX,xa
sono elementi i dempotenti di S, per l'i potes i
ax = ax(xa)ax
( ) 2 2- axxaax a = ax a .qui ndi
i v) >i ) Sia a un elemento di S; poiché a e t'ego l are esiste
xeS tale che Allora, l'i po tes i , 2 2 S 2 pertantoa - axa. per a - ax a e a a ,
per il Teorema IV.1.6 di /g/ S e completamente re90 'I èl'R.
2fxe = f(xefx)e = (fxe)
Siano e,f elementi idempotenti di S ed x inverso di ef ln S, al-
lora
ef(fxe)ef = efxef = ef .
Per l'i potes i 2 2
ef = ef(fxe) (ef) = efxef(ef) =
.,
, "'.'-
.'.( "..' l !
, .
pertanto ef é un idempotente, quindi S è un ortogr~ppo,
COROLLAR IO 1.4.--
Sia S • comp letame7,t€ recolare equivale"t'; :un semlgruppo sono
--
i ) S e un ortogruppo;
,
- -
..
- - -i i ) Per , a,b S a~b b b b bogm e , sse a a a a• - , -
x2
?i i i ) Per , S a'-.ogm a,x e • a a x a .~-> a a.. - -
OSSSERVAZIONE, -
L'equivalenza tra i) eiii) e nota (cfr. /10/).
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Sia B un sottosemigruppo di un semi gruppo S; indichiamo con
J!'.:!,,";jlB,ç;},.1' le relazioni di Green ~~:!fi.f!},.1 relative al se-
mlgruppo B.
TEOREMA 1.5.-
Sia S un ortogruppo ed E il suo sottosemigruppo degli idempoteneti.
Allora
i) 1It!\ (EXE) =ti
ii).!t!\ (EXE) =~
i i i ) jf' (\ (EXE) =.1l
iv) fi)() (EXE) =fi)E
Dim. -
La dimostrazione è immediata dal Teorema 1.1 e dal Teorema 1.2, tenendo
conto che E è un ortogruppo.
Le i),ii),iii) del Teorema 1.5 valgono per situazioni più generali
(!:fr. /5/; Prop. 4.5,p.50J. La iv) può venir utilizzata per caratterizzare
gli ortogruppi come sottoclasse dei semi gruppi ortodossi cioè dei semi gruppi
regolari nei quali l'insieme E degli idempotenti è un sottosemigruppo. Va-
le infatti, il seguente teorema [cfr. /5/; Prop. 3.3, p.204J:
TEOREMA 1.6. -
Un semi gruppo ortodosso S con banda degli idempotenti E è completa-
mente rego lare sse fi)!\ (EXE) =f!}E .
Dim. -
La necessità della condizione è immediata. Infatti, un semi gruppo orto-
dosso completamente regolare è un ortogruppo, quindi ,per il Teorema 1.5
f!}() (EXE) =f!}E. Viceversa, sia a un elemento di S; poiché S èi'regolare
esiste a 'eS tale che
a - aa'a
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, a l _ a I aa 1 (3 )
Posto aa' = e, a'a = f, poiché e,feE
E
e S& f, allora per il Teorema 1.2
ed t S& f, pe r l'i po tes i
Sia a - ea'f
e - efe , f ' fef (4 )
aaa - a(ea'f)a = aa'a(ea'aa'aa'f)aa'a (per la (3)) -
- a(a'aea'a)a'(aa'faa')a - a(fef)a'(efe)a =
= afa'ea (per la 4)) -
- aa'ea = aa'a = a
i no ltre,
aa - a(ea'f) = (aa'a)e(a'aa')f
= a(a'aea'a)a'f = a(fef)a'f -
(per la (3)) -
= afa'f
- aa'f = ef
(per la (4)) =
aa - (ea'f)a - e (a ' aa ' )f (aa ' a) (per l a ( 3 ì )
= ea'(aa'faa')a - ea' (efe )a- -
= ea1ea (per la (4 ) ) -
- ea'a - ef
Si é provato che ogni e l emento a di S e completamente regola re, qUln
di S é completamente regolare.
COROLLARIO 1,7. -
Un semlgruppo ortodosso S con ~anda degli idempotenti E e :ornp l eta-
mente regolare
Di m. -
c
sse ., 11(EXE) = .'-,
Un semigrupno ortodosso comp,letamente regolar~ é un ortogruppo, quindi
"poiché S&= J. per il Teorema 1.5 "n(EXE) =F.
Viceversa, supposto 1- ') (EXE) -=.F,poiché çp c .1 Ee !:/
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qfl()(EXE) ~.f()(EXE) ;.fE ;qflE.
Inoltre, è noto che qflE ~ qfl n (EXE), pertanto per il Teorema 1.6, S e
completamente regolare.
Si osservi che in un sem1gruppo ortodosso, in generale qflF.f,
DEFINIZIONE lJ. - Una banda
sse ef; fef [ri sp. ef; efe:J
E si dice regolare destra .lrisp. sinistr~
per qualsiasi e,feE.
LEMMA 1.8. - rcfr. /8/, Teorema 8l
In una banda E, sono equivalenti
i) E è una banda regolare destra !risp. sinistral
ii)!!Ii;qfl Lrisp. lE;qfl l
Di m. -
E' noto che !!Ii c qfl . Siano a,b elementi di E tali che
allora per il Teorema 1.2 a; aba , b ; bab, quindi, poicB E e una
banda regolare destra
ab - (aba)b - (ba)b = b
ba - (b<:~)a - (ab)a = a
pertanto per il Teorema 1.1 a!!li b.
Viceversa, per ogni a,b 1n E, roiché abqflba e qfl è una congruen-
za, abaqflba. Allora essendo ;jf =qfl, abil'!iba, pertanto per il Teorema 1.1
ba = (aba)ba = aba
TEOREMA 1. 9. -
Se S è un semi gruppo ed E l'insieme degli idempotenti di S, sono
equivalenti:
i ) S • ortogruppo E bnnda regolare destrae un CC'l
i i ) S e ortodosso e .f()(EXE) ~ ;jfE
i i i ) S è ortodosso e qfllì(EXE) = 9i!E
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Di mo -
i) , > i i) L' ort' gruppo c e ortodosso; i no1tre, poi che ~= J e
~
per il Teorema 1.5,.J'1ì (EXE1 = ,f'- o La banda E e reqo1are destra, 'iuindi,
per i 1 Lemma 1.8
ii) ->iii) E' noto che ~r.. ,~; da 11 'ipotesi segue
l
E' noto che
L
(EXE) c.J'IÌ(EXE) =,~~ .
ed è immediato verificare Eche ~11 (EXE) =~ ,
quindi
i i i )
l'
~ lì (EXE) =~-.
=:>i) Poichè ~E ~~(ì(EXE) e ~E c~E, dalla ipotesi segue
E 0-
che ~ =gr- cioè ~er il Lemma 1.8 E è una banda regolare destra.
Inoltre, ~!ì (EXE) =~E =~E implica, per il Teorema 1.6, che 5 è un orto
hruppo.
Sussiste, inoltre, il seguente teorema ln CUl l'equivalenza tra i) e
iii) è nota [Cfr. /5/, po 941
TEOREMA 1.10. -
Se S è un semi gruppo ed E l'insieme degli idempotenti di S, sono
equi va lenti;
i) 5 comp l etamente regolare e •e lnverso.
i i) S e regolare e J(ì (EXE) - lE
i i i ) 5 è regolare e ~ 11 (EXE) - L
t
Dimo-
i) > ii) Ovviè~ente, un semlgruppo 5 c.ro e inverso è regolare.
Inoltre, poichè ~= ,f e per il Teorema 105 .J'11 (EXE) =.J'E; ma è noto
che l'insieme degli idemr,ot02nti di 5 e una banda commutativa (semi reticolo) ,
L
quindi .F = lE' pertanto .J'!ì(EXE) - lE'
ii) --> iii) Sia 5 un semi gruppo regolare; e immediato verificare che
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lE !:.0J!ì(EXE), inoltre, poiché .0J!:..f,
dalla ipotesi segue che .0J1ì (EXE) = \.
.0J n(EXE) !:f)(EXE) quindi
iii)==> i) Sia a un elemento di S; poiché S é regolare esiste un
elemento z di S tale che a = aza. Allora, poiché az.0Jza ed az e
za sono elementi i dempotenti di S, per l'i potes i az = za.
Siano x ed y due elementi di S inversi di un elemento a di S;
poiché ax.0Jya, xa.0Jay, a~a, per l'ipotesi ax = ya,xa = aY,ax = xa,
pertanto
x = xax = axx = yax = yxa = yay = y.
Per l'arbitrarietà dell'elemento
pletamente regolare.
a si conclude che S e lnverso e com-
2. UNA CLASSIFICAZIONE DEGLI ORTOGRUPPI. -
In questo capitolo si caratterizzano tramite le relazioni di Green gli
ortogruppi con banda degli idempotenti di tipo P, ove P é uno qualsiasi
dei tipi di banda classificati da M. Petrich in /8/.
Risulta utile l'introduzione del concetto di congruenza
nistrciJ, come pure l'introduzione della banda S/p dove S
e p e una congruenza A-destra [A-sinistr<i].
A-destra [A-S.!-
é un ortogruppo
Di tutti i teoremi si sono omessi i "duali" che si ottengono scambiando
]P con 5f , il termine "destra" con "sinistra" e in modo opportuno le ugua-
glianze presenti nella (iv) di ogni teorema.
Tutti i risultati di questo capitolo sono dovuti all 'autore /12/.
e un elementoRicordiamo che se (c.r.) di un
l'inverso diH
a
completamente regolare
-l
e con al'unità di-a
a
S, si indica consemlgruppo
A l n H .
a
